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1. Dati su trocifreni brojevi M = 4a6 i N = 1b7 takvi da nijedan od njih nije djeljiv sa 9, ali je
njihov proizvod djeljiv sa 9. Odrediti najvec¢u vrijednost zbira a + b.
RjesSenje:
Kako M i N nijesu djeljivi sa 9, ali njihov proizvod jeste, slijedi da sui M i N djeljivi sa 3.
Broj je djeljiv sa 3 ako mu je zbir cifara djeljiv sa 3, pa je najveta vrijednost za a tako da
je M djeljiv sa 3 (ali ne i sa 9) a = 5. Sliéno, b = 7 je najveéa vrijednost za b tako da je N

djeljiv sa 3 (ali ne i sa 9). Dakle, najveca vrijednost zbira je a + b = 12. [l

2. Neka su A i B tacke na kruznici k sa centrom u O tako da je ZAOB = 90°. Simetrala
duzi AO sijece kraéi luk AB kruznice k u tacki K i neka je L tacka presjeka duzi KO i AB.
Dokazati da je trougao AK BL jednakokraki.

Rjesenje:




Tacka K pripada simetrali duzi AO, sto povlaci da je |OK| = |AK|. Kako tacke K i A
pripadaju kruznici sa centrom u O, to vazi i |OA| = |OK|. Dakle, AOAK je jednakostrani¢ni
trougao, pa je ZAOK = 60°. Dalje, /ZKOB = ZAOB — ZAOK = 90° — 60° = 30°. Kako je
trougao KOB jednakokraki (|OK| = |OB]), to je ZOKB = ZOBK = 18030 = 75°,

Iz ¢injenice da je AAOB jednakokraki (|OA| = |OB|) i ZAOB = 90°, analogno se dokazuje
da je Z/OBL = ZOBA = 45°. Odavde i iz prethodno dokazanog imamo da je /LBK =
/ZOBK — ZOBL = 75° — 45° = 30°.

Konaéno, /ZKLB = 180° — ZLBK — ZLKB = 180° — 30° — 75° = 75°. Dakle, ZKLB =
ZLKB, sto je trebalo dokazati. (]

. Odrediti sve parove prirodnih brojeva (m,n) tako da u mrezi oblika pravougaonika dimenzija
m X n broj jedini¢nih kvadrata ¢ija je bar jedna stranica na stranici pravougaonika jednak
broju jedini¢nih kvadrata ¢ije stranice ne leze na stranici pravougaonika.
Rjesenje:
Primijetimo da za m = 1 ili n = 1 nemamo rjeSenje, jer svi kvadrati imaju jednu stranicu na
stranici pravougaonika.
Neka je m,n > 2. Primijetimo da broj kvadrata ¢ija je bar jedna stranica na stranici
pravougaonika jednak

m+n+m+n—4=2m-+2n—4.

Iz uslova zadatka slijedi da je 2m + 2n — 4 jednak polovini ukupnog broja jedini¢nih kvadrata
u pravougaoniku. Dakle,
2m+2n —4 = %

Nakon sredivanja imamo da je
m-n—4m—4n —8 =0,

odnosno

(m—4)(n—4)=28.

Kako je m,n > 2, to je m — 4,n — 4 > —2. Razlikujemo 4 slucaja:
I.m—-4=1,n—-4=28,tj. (m,n)=(5,12);

2.m—-—4=2n—-4=4,tj. (m,n) = (6,8);
3. m—4=4,n—4=2tj. (m,n)=(8,6);
4. m—4=8n—-4=1,tj. (m,n) = (12,5). O



4. Na planeti X godina ima 2022 dana. Svaki stanovnik planete X u odredenom danu godine
govori samo istinu ili samo neistinu (mogudi su i slu¢ajevi da stanovnik svaki dan godine gov-
ori istinu ili svaki dan godine govori neistinu). Svakog dana u godini je stanovnicima A, B, C'
planete X postavljeno pitanje: ”Koliko dana u godini govorite neistinu?”. Zabiljezeni su
sljedec¢i odgovori:

Stanovnik A je prvog dana odgovorio: ”Jedan dan.”, drugog dana je odgovorio ”Dva dana.”,
..+, 2022. dana je odgovorio 72022 dana.”.

Stanovnik B je prvog dana odgovorio ”Barem jedan dan.”, drugog dana je odgovorio ” Barem
dva dana.”,..., 2022. dana je odgovorio ”Barem 2022 dana.”.

Stanovnik C' je prvog dana odgovorio "NajviSe jedan dan.”, drugog dana je odgovorio ”Na-
jvise dva dana.”, ..., 2022. dana je odgovorio ”Najvise 2022 dana.”.

Za svakog od tri stanovnika odrediti koliko dana u godini i kojim danima godine govori

neistinu.

Rjesenje:

Stanovnik A: Stanovnik A je dao iskljucive odgovore, zato moze biti da on istinu govori najvise
jedan dan u godini. Ako govori neistinu svaki dan godine, onda iskaz iz 2022-og dana godine
je tacan, $to nije moguce. Zato stanovnik A govori istinu jedan dan u godini, a govori neistinu
u preostalih 2021 dana. Na osnovu datih odgovora, zaklju¢ujemo da istinu je govorio samo
2021-og dana.

Stanovnik B: Neka je n € Ny broj dana u godini u kojima stanovnik B govori neistinu. Tada
dati odgovori prvog, drugog, ..., i n-tog dana godine su tac¢ni a preostali su netacni. Netacne
odgovore je dao 2022 — n dana, Sto povlaci da je 2022 —n = n, odnosno n = 1011. Stanovnik

B ne govori istinu od 1012-og dana do posljednjeg kalendarskog dana godine u planeti X.

Stanovnik C: Neka je, opet, n € N broj dana u godini u kojima stanovnik C' govori neistinu.
Tada dati odgovori iz prvog, drugog, ..., i (n—1)-og dana nijesu ta¢ni, a preostali jesu. Slijedi
da je n — 1 = n, §to nije mogucée. Ostaje moguénost da je n = 0, tj. da stanovnik C' govori
uvijek istinu. Primijetimo da u tom sluc¢aju svi dati odgovori na pitanje su tac¢ni. Dakle,

stanovnik C' je ”savrSeno iskren”. O



